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RESUMEN

En general las materias probabilidades y algebra, a pesar de tener muchos puntos comunes,
no tienen una vinculacion adecuada en lo que respecta a los aspectos de su ensefianza. Para
que los alumnos encuentren un buen correlato entre las asignaturas es deseable incorporar,
a las mismas, ejemplos de aplicacion que muestren la existencia de estas vinculaciones, que
por otro lado beneficiaran su ensefianza.

Por ejemplo, un problema de interés en probabilidades es el de las caminatas aleatorias. En
esta presentacion se analizara el caso de una particula que parte de un punto y se desplaza
por etapas o pasos a lo largo de una recta, en cada paso se mueve una distancia unitaria
hacia la derecha o hacia la izquierda, con probabilidades respectivamente igualesap y a g
= 1-p, siendo 0 < p < 1. Supondremos ademas que la particula se mueve k pasos en total.
Una pregunta de interés podria ser: (Cual es la media y la varianza de la posicién de la
particula respecto del punto de partida?, o ¢cual es el nGmero medio de retornos al punto de
partida? En este trabajo veremos como abordar alguna de estas preguntas como una
aplicacion del producto de matrices y a su vez la articulacion de distintos registros de

representacion.

DESCRIPCION DEL PROBLEMA ESTOCASTICO
Este trabajo nos parece importante ya que, desde la perspectiva de las teorias didacticas de

la ensefianza, Duval (1998) sostiene que para la comprensién de un concepto es necesario
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coordinar al menos dos registros de representacion que permitan distintos tratamientos. En
este caso se proponen dos registros de representacion algebraicos diferentes, uno desde el
punto de vista puramente estocastico y otro desde el punto de vista matricial.
Comenzaremos con la descripcion desde el punto de vista estocastico. Un problema de
probabilidades de estudio habitual sobre todo para alumnos de Ciencias Exactas que cursan
probabilidades es el de los recorridos aleatorios. Dentro de esta teméatica uno de los

recorridos mas sencillos es el siguiente. Consideremos el recorrido aleatorio de una
particula que parte de un punto inicial que denotaremos con X, y que se desplaza por
etapas 0 pasos unitarios hacia la derecha o hacia la izquierda. Sus posibles localizaciones
son el conjunto de los numeros enteros a los que llamaremos estados o espacio de estados.

Si representamos con la variable aleatoria X, su posicion en el instante n-ésimo. Su

trayectoria es un camino zigzagueante del tipo de la representacion de la Figura 1.

A

X

n

Figura 1. Ejemplo de una trayectoria aleatoria, con inicio en el origen de coordenadas.

Matematicamente y desde el punto de vista estocastico, el recorrido aleatorio esta

representado por una sucesion de variables aleatorias X, con ne Ny se denomina proceso
estocastico de tiempo discreto. La sucesion  {X,,neN} forma infinitas
secuencias X, X, ,...... con X, € Z .Es decir si la particula inicia su recorrido en el estado
0, al siguiente tiempo la particula puede pasar a la posicién +1 con probabilidad po a la
posicion -1 con probabilidad g, con p+q=1.

Una formulacion disciplinar habitual es la siguiente. Si & es el n-ésimo paso o

n

desplazamiento de la particula

n

+1si la particulase mueve un paso hacia la derecha
-1sila particulase mueve un paso hacia laizquierda

P& =+1)=p A P(&=-1)=q (siendo P la funcion de probabilidad)
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Siendo las &, variables aleatorias independientes y p+g=1. Como denotamos X, su
posicién inicial, la posicién en el instante n (es decir, tras n pasos) es:
X=X, +& +...+ &, 1)
De hecho X, — X, es una suma de variables aleatorias independientes de Bernoulli muy

estudiadas por los alumnos de Ciencias.
Si la particula da solo k pasos y queremos responder la pregunta: ¢Cual es la media y la
varianza de la posicion de la particula respecto del punto de partida?

Supondremos primeramente que X, =0, es decir que la particula parte del origen de

coordenadas. Es claro que si la particula puede dar sélo k pasos en total la posicion final de
la particula puede llegar a una distancia méxima de k unidades a la izquierda o a la derecha.

Yaque X, =0 por lo tanto sustituyendo en (1) n por k, la posicion de la particula después
de K pasos se puede expresar con la variable aleatoria X, : X, =& +...+ &,

Luego la posicion esperada respecto del punto de partida se podria calcular usando la

propiedad lineal de la esperanza (denotaremos la esperanza con la letra E):
E(X,)=E()+...+E(,), donde:

E(&)=P(X;=)-P(X,=-)=p-q Vie{l,2,....k} (2)
Por lo tanto E(X,)=k(p—0q)

Del mismo modo se puede calcular varianza (V) de la posicion respecto del punto de

partida: V(X,)=V(& +...+& )=V (&) +...+V (&) (por ser las variables aleatorias &
independientes) y como:

V(&) =(p+09)+(p-0)° =1+(p—0)* =4pqpara todo ¢, 3)
Por lo tanto V (X, ) =k4pq

Para el caso particular que p=g=1/2 (caminata aleatoria simétrica) obtenemos E(X,) =0y
V(X,)=k.

Si consideramos X, =y =0, es decir que la particula no parte del origen de coordenadas,

la posicion de la particula después de K pasos se puede expresar con la variable aleatoria
X! X =y+& +...+8
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Luego la posicion esperada respecto del punto de partida se podria calcular usando la

propiedad lineal de la esperanza.

E(X,)=y+E()+...+E(,)

Por (2) E(X,)=y+k(p-0)

V(X )=V(Xy+<& +...+ 5 )=V (&) +...+V (&) Esto es por ser las variables aleatorias
&, independientes, ademas como la varianza es invariante por traslacion y usando el

resultado (3). Luego V(X,)=k4pq

DESCRIPCION MATRICIAL DEL PROBLEMA
Llamaremos matriz de transicion a una matriz estocastica P € Mnn (matrices de n filas y n
columnas) que cumple con las siguientes condiciones,

D Vi, je{l2..n}, p; =0

2) Vie{l,2,.n} zp: py =1
j=1

Sea X , la posicion de una particula en el instante n y definamos | = {E,,E,,...,E,}, donde
los elementos de | son los estados de la particula en el instante n-ésimo, puede ser un

conjunto finito o infinito de enteros. En el esquema de una particula mévil | representa el

conjunto de estados o posiciones de la particula en cada instante. Definiremos los
elementos de la matriz P como: p; = P(Xn =E;[X,; = Ei): P(X1 =E|X, =E, ) es decir
en términos de probabilidad el elemento p;; lo interpretaremos como la probabilidad de

que la particula pase del estado i, en el paso n-1, al estado j, en el paso n. Como vemos
estas probabilidades son independientes de n, lo que llamaremos homogeneidad temporal
de las probabilidades de transicion (Chung, 1983, p.295).

Se podria demostrar que el proceso estocastico del movimiento de la particula se puede
modelar mediante un sistema de ecuaciones en diferencias, u” =u"*P Wvn>1, donde P, es

n

una matriz estocastica de transicion (Feller, 1991). Cada u" =(u, uj....u; ) €s un vector
fila que llamaremos vector de probabilidades absolutas y cada una de sus componentes u;

con | e{LZ,...n}, representa la probabilidad (incondicional) de que el proceso se encuentre
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en cada estado luego del tiempo n, es decir u;' =P(X, =E,) . En particular, si la particula
parte del estado fijo E,, el vector fila u° tiene componentes:u? =1y u? =0Vj#h con
jefl2,..n}.
Luego: u'=u’P

u?=u'P=u’PP =u’p?
En general, por induccion, considerando P° = I, se obtiene:

un — uOPn
Los elementos de u" por lo tanto son: u' =>"uf p"ji Vi e {L.2,...n}(Feller, 1991, p.384).
=

Los elementos de P" se definen como:
p"ij = P(Xn = Ej‘xO = Ei) Vi, j e {L,2,..n} (Chung, 1983, p.297).
Ademés, si la particula parte del estado E, Los elementos de u" coinciden con los

elementos de la fila h de P" ademas u" =(P(X, =E)),.....P(X, =E,)) (Feller, 1991,
p.384).

Luego para calcular la esperanza y la varianza después de n pasos de la particula, se deben

efectuar los siguientes calculos:

E(X,) =D _E xP(X,=E)=>E xu/

iel iel

E(X2) =) EZxP(X, =E;))=> EZxul

iel iel
V(Xn) = E(er) - (E(Xn))2
Supongamos que la particula parte inicialmente del origen de coordenadas, es decir X, =0

y se mueve aleatoriamente, de a un paso por vez, hacia la izquierda con probabilidad g o
hacia la derecha con probabilidad p. Supongamos ademés que p+q=1. Es claro que si la
particula puede dar s6lo k pasos en total la posicion final de la misma puede llegar a una
distancia maxima de k unidades a la izquierda o a la derecha. En este proceso la particula
cambia de un estado a otro en dos tiempos consecutivos de acuerdo con las probabilidades
de transicion que se muestran en la Figura 2 véalidas para cualquier n y para cualesquiera

enterosiyj.
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Figura 2. Esquema del movimiento de la particula segln su probabilidad.
EJEMPLO 1
A modo de ejemplo consideremos el problema de la particula movil para el caso particular
en que la misma puede dar solo dos pasos en total, es decir K=2 y ademas supongamos
X, =0. Luego las posiciones o estados intermedios que puede ir ocupando la particula a
medida que se desplaza en cada instante las  denotamos  con:

| = {— 2,—1,0,+l,+2}= {El, E,. . E; E,, Es}. Por lo tanto, la matriz estocéstica de transicion

1 00 0O
g o0 p 0O
toma el aspecto: P={0 g 0 p O
0 0g 0 p
0 00 01

En cada uno de los estados E», Es, E4 las transiciones son posibles a cada uno de los estados
de la derecha y de la izquierda (con p;;,;, =P v Pig1y =9)- Sin embargo, no hay ninguna
transicion posible desde E1 o Es hasta ningln otro estado, el sistema puede moverse de un

estado a otro, pero una vez que llega a E1 0 Es, la particula no se mueve mas.

Ademas, elegimos como distribucién inicial de partida de la particula al vector:
u® = (0,0,1,0,0) ya que la particula parte del 0, que corresponde a E,.

Luego obtenemos: u? = u® P?

1 0 0 0 O
g pg 0 p° O
Siendo, P’=/g> 0 2pg 0O p?
0 g 0 pg p
o 0 0 0 1

y cémo u®=(0,010,0) =u*= (qZ,O, (2pg).0, p?). Como vemos u? =(g.0,(2pa) 0, pz)

coincide con la fila central de la matriz P2 y como u? es un vector fila en el que cada una
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de sus componentes representan las probabilidades de que el proceso se encuentre en cada

estado E, €| luego de dos pasos, tenemos que, u? = P(X, = E,) Vi € {1,2,3,4,5}

Para poder responder la pregunta de interés ¢Cual es la media y la varianza de la posicion
de la particula respecto del punto de partida?, debemos realizar los siguientes calculos:

5

E(X,) =D ixP(X, =E) =Y (i-3)xu’ =—2xq° +2x p* =2(q* - p*) = 2(q - p)

iel i=1
5
E(X7)=D i?xP(X, =i) =D (i-3)* xu? =4xq* +4x p* =4(q* + p?)
iel i=1
Y como, V(X,) = E(X7) ~ E*(X,) , luego V(X,)=4(q” + p*) ~4(a~ p)* =8pq
EJEMPLO 2

Ahora consideramos que la particula parte de X, =0 y se mueve k pasos en total. La

posicibn que ocupa la particula en el instante i-ésimo la denotamos X,

Vie{l,2..k—1k..2k+1}.Esdecir X; el Vie{l,2..k-1k...2k+1} con

| ={K,....~2,-10,+1+2,...,+k} = {E}, E,,.Ex ,E« 1, Ex Exuss Excopreor Eorcos )
La matriz estocéstica de transicion P tomaria la siguiente forma,

1 00
g 0 p O
0 g0 p

o O o -

q 0 p
0 01
Esta matriz posee 2k+1 filas y 2k+1columnas y sus elementos representan:
p, =P(X, =E,|X,, =E,) Vi,j efl2..k ~Lk..2k +1}

Para calcular E(X,) y V(X,) alcanza con obtener las componentes de u® que coinciden

con la fila k+1 de la matriz PX debido a que uo es un vector con un 1 en la componente

k+1 y con los demas elementos nulos:

k
P(X, =E)=uf =>u’p" = p*cai = P(X, = E;|X, = Ey) Vie{l2..k-1k,.2k+1}
j=L

O analogamente, P(X, =i)=u¥,,, = P(Xk =i[X, = O) Vie{-k,...,—2-10,+1+2,...,+k}
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Y se puede demostrar que para cualquier niamero entero k (fijo) con

e {— K,....—2,-10,+1+2,... ,+k} , y para el caso en el que i y k sean simultdneamente
pares o impares:

. K
P(X =i, = O>:(1/2(k +i)

jp1/2(k+i)q1/2(k—i) (3)
Para valores de i y k que no cumplen las condiciones indicadas la probabilidad en cuestion
vale cero. (ver Proposicion 1)

k

Y luego como P(X, =i) =u¥,, =P(X, =i|X, =0) Vie{-k,...-2-10+1+2,....+k}

Por lo tanto, usando el resultado(3)

k . .
Uf'ier = (1/ 2k + i)j p 2t gV i e {k,...,~2,-1,0,+1+2,...,+k}, (siempre que i y k

sean ambos pares 0 ambos impares en caso contrariouy, , =0).

i+k+1

Luego para calcular la posicion esperada por la particula, se deben realizar los siguientes

2k+1

calculos: E(X ) =D ixP(Xy =i)= D (-k+i-D)pey; = D i XU,

iel i=1 iel

2k+1

E(X) =D 1" xP(X =i)= D (~k+i-D) piy; = D i% Uy

iel i=1 iel
V(X)) =E(Xg) = E*(Xy)
Para el caso k=8, p=1/2 y q=1/2 por ejemplo se puede obtener E(X,)=0 V(X,)=8
EJEMPLO 3

Si consideramos que X, =Yy=0. Luego el conjunto de estados o posiciones que puede
ocupar la particula paso a paso es:
L ={y—K,...y=2,y-Ly,y+Ly+2..,y+k}={E,.....Ex ,,Ex Esrr. . Eiea) Yy 2

matriz  estocastica de transicion P seria la misma que cuando X, =0,

0
0
q

o o -
o T O
T O -

o O o -
o QO
o O -
= o
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Pero ahora los elemento p; representa las probabilidades de transicion entre los estados del

nuevo conjunto |, es decir: p; = P(Xn =E}|X,, = Ei*)Vi, jefl2.. k-1k..2k+1}

Y para calcular E(X,) y V(X,) alcanza con calcular las componentes de u que

coinciden con la fila k+1 de la matriz PX debido a que uo es un vector con un 1 en la
componente k+1 y con los demas elementos nulos.

Pero Py uk resultan también ser las mismas que en el ejemplo 2.

Y luego como P(X, =i+y)=uk, , Vie{-k,...,~2-10+1+2,...,+k}

i+k+1

k . _
Por lo tanto u, , = Vake) g2tk i e I k,...,—2,-10,+1,+2,...,+k !, es el

mismo vector que en el caso anterior.(siempre que i y k sean ambos pares 0 ambos impares,

en caso contrariou;, ., =0).
Sea H ={-k,...,~2,-10,+1+2,...,+k}
E(X, )= (i+y)xP(Xc =E) =D (i+Y) XUy

ieH ieH
E(XZ) =2 (i+y)* xP(X =E7) =D (i+Y)* XUy
ieH ieH

Yluego:V (X, ) =E(XZ) - E*(X)
Para el caso k=8, p=1/2 y q=1/2 por ejemplo se puede obtener E(X, )=y V(X,)=8
PROPOSICION 1

Para cualesquiera nimeros enteros i y k tal que —k <i <k, y para el caso cuando i y k son

ambos pares 0 ambos impares, P(Xk =i[X, = 0):[ ]p“z‘k”)q”z(k‘)

1/2(k +1)
Para valores de i y k que no cumplen las condiciones indicadas la probabilidad en cuestion
vale cero.

Demostracion

Suponga que se observa la posicion de la particula que parte de X,=0 después de
efectuar k pasos denotada con Xx. Sean Rk y Lk el numero de pasos realizados hacia la

derecha y hacia la izquierda, respectivamente. Entonces Xk = Rk— Lk, y ademas k = Rk + Lk.

Sumando estas dos ecuaciones y substituyendo la expresion de (3) X, = thlf ; se obtiene
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k+X zk:;(ugj)

j=1
Esta ecuacion es la identidad clave para obtener el resultado buscado. Observe que esta
formula arroja un valor entero para Rk cuando k y Xk son ambos pares o ambos impares.

Como las variables independientes £ toman los valores +1 y -1 con probabilidades p y g

. . . . 1
respectivamente, entonces las variables independientes §(1+ & j)toman los valores 1 y O

con probabilidades p y g. Esto lleva a la conclusion de que la variable Rk tiene distribucion

binomial (k,p). Por lo tanto, para cualquier valor de k que cumpla las condiciones

enunciadas se tiene que: P(X, =i|X, =0)= P(Rk = %(k + |)j = ( Jp“z(k”’qm(k“)

1/2(k +1)

CONCLUSION

Esta propuesta nos parece oportuna para alumnos que estén cursando probabilidades como
una aplicacion de las operaciones con matrices que han estudiado en Algebra. Si bien el
ejemplo 2 y el ejemplo 3 los hemos desarrollado con k, p y g genéricos, para su
implementacién seria conveniente el uso de computadora y proponer valores de k, p y ¢
concretos.

El tratamiento y la coordinacién de distintas representaciones no se da espontaneamente en
los sujetos, se les debe proponer tareas especificas que las favorezcan (Duval, 1998). Para
responder la pregunta: ;Cuél es el nimero medio de retornos de la particula al punto de
partida?, la propuesta didactica se podria desarrollar de un modo similar.
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